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4. Axiom

Die Hohe des Messfehlers E ist unabhangig vom
Auspragungsgrad der wahren Werte T' anderer
Tests: re=0.

Beispiel: Die Messfehler eines Intelligenztests sollten
z.B. nicht mit Testangst oder Konzentrationsfahigkeit
(mit anderen Tests gemessene
Personlichkeitsmerkmale usw.) korrelieren.
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5. Axiom

Die Messfehler verschiedener Testanwendungen (z.B.
E1 und E2) sind voneinander unabhangig, d.h., ihre
Messwerte sind unkorreliert: rgq,g, = 0.

Beispiel: Personen, die bei einer Testanwendung
besonders mude sind oder hohe Testangst haben,
sollten bei einer Testwiederholung keine analogen
Effekte zeigen.
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Reliabilitat: Die Reliabilitat R gibt den Anteil der
Varianz der wahren Werte s an der Varianz der
beobachteten Werte s,? an:

. R - STtZ/SXtZ'

e Diese Aussage eignet sich als Merksatz!
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g 2

wt
R = rt,t = =
g 2

Xt

Die Reliabilitat gibt den Anteil der Varianz der
wahren Werte an der Varianz der beobachteten

Werte an.

Dies ist die wichtigste und zentrale Ableitung aus
den Axiomen der klassischen Testtheorie.
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Die Reliabilitat gibt den Anteil der Varianz der
wahren Werte an der Varianz der beobachteten

Werte an.

Dies ist die wichtigste und zentrale Ableitung aus
den Axiomen der klassischen Testtheorie.
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Ein Reliabilitatskoeffizient von z. B.
R =.80 gibt an, dals die beobachtete Varianz der

Testwerte zu 80 % auf wahre Unterschiede
zwischen den Testpersonen zuruckzufuhren ist und
zu 20 9% auf Fehlervarianz beruht.

* Dazu rechnen wir am besten gleich eine kleine
Ubungsaufgabe.
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Ableitungen aus den Axiomen

Pbn Messwert x Wahrer Wert Tx Messfehler
1 2 1 1
2 0 1 -1
3 5 5 0
4 10 9 1
5 8 9 -1

e Prufen Sie, ob fur den Messfehler der Messwerte x die beiden Axiome der KTT
(= Messfehlertheorie) gelten.

Berechnen Sie die Reliabilitat

2. Axiom
u(E)=0

3. Axiom
rerZO
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Ableitungen aus den Axiomen

Pbn Messwert x Wahrer Wert Tx Messfehler
1 2 1 1
2 0 1 -1
3 5 5 0
4 10 9 1
5 8 9 -1

e Prufen Sie, ob fur den Messfehler der Messwerte x die beiden Axiome der KTT
(= Messfehlertheorie) gelten.

Berechnen Sie die Reliabilitat

2. Axiom
u(E)=0

3. Axiom
ro=0
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Ableitungen aus den Axiomen

Pbn Messwert x Wahrer Wert Tx Messfehler
1 2 1 1
2 0 1 -1
3 5 5 0
4 10 9 1
5 8 9 -1

e Prufen Sie, ob fur den Messfehler der Messwerte x die beiden Axiome der KTT
(= Messfehlertheorie) gelten.

Berechnen Sie die Reliabilitat

S, 16

17

= 0,94

2. Axiom
u(E)=0

3. Axiom
ro=0

Testtheorien SS 2007 Dr. Tobias C. Haupt www.haupt-uni.de haupt@Imu.de

#11




LMU

LUDWIG-
MAXIMILIANS-

UNIVERSITAT

MONCHEN Ableitungen aus den Axiomen

Die KTT wird oft auch als Messfehlertheorie
bezeichnet. Deshalb wollen wir uns diesem
Messfehler einmal naher widmen.

Ganz wichtig ist die Grunduberlegung,
stcholomsche Diagnostik und Tests nicht
(verantwortlicherweise) ohne Betrachtung des
Messfehlers betreiben zu konnen.

Eine hohe Reliabilitat (und damit ein kleiner
Standardmessfehler) ist in der Praxis sehr wichtig,
da dies die ,,Breite” der zu bestimmenden
Konfidenzintervalle wesentlich mitbestimmt.
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Der Standardmessfehler (in drei Formulierungen)

« ist derjenige Anteil an der Streuung eines Tests, der zu
Lasten seiner (gewohnlich nicht perfekten, also
,unvollstandigen”) Reliabilitat geht

e ist ein Mal3 fur den Anteil der Fehlerstreuung an der
Streuung von Messwerten

e gibt die Streuung der beobachteten Werte um die
entsprechenden wahren Werte bei Messwiederholungen
einer Person an (lalSt sich als Normalverteilung mit
wahrem Wert als Zentrum veranschaulichen).
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Der Standardmessfehler berechnet sich nach

Se =S, “\(1T-R)

und hangt somit von der Streuung s und dem
Reliabilitatskoeffizienten R ab
(bel perfekter Reliabilitat betragt er O0; bei fehlender
Reliabilitat entspricht er der Streuung der
beobachteten Werte, welche dann ausschlielSlich auf
Fehlereinflussen beruhen)

- |e reliabler das Messinstrument, desto geringer
der Standardmessfehler)

Standardmessfehler und Konfidenzintervall gehoren
eng zusammen (im wahrsten Sinne..)!
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Beispiel einer Fragestellung:
Gegeben einen beobachteten Wert X einer Person, in
welchem Bereich liegt der wahre Wert W mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit (meist 95%)?

Je geringer der Standardmessfehler, desto schmaler
dieser Bereich. Das Konfidenzintervall berechnet sich
folgendermalen:

beobachteter Wert £+ Irrtumswahrscheinlichkeits-z-
Wert mal Standardmessfehler
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Man schreibt:

X=Z1gp " Se £ W S X+Zy,p " S,
Die untere Grenze des Konfidenzintervalls wird also
berechnet durch
_ *
X=Z1a2  Se
die obere Grenze entsprechend durch

*
X+ 2Z1 g0 Se



Wenn jemand 110 Punkte im Test erzielt hat und der
Standardmessfehler s, = 2 ist, dann liegt der wahre
Wert der Person bzgl. ihres IQ mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95 % zwischen 106,08 und
113,92.

Man schreibt dann:
1T10-(1,96 *2) < w < 110+ (1,96 * 2)
106,08 < w <113,92



Das heilst, dals z. B. die Aussage, dals die Person einen
hoheren |Q als 105 hat, auf dem 5-%-Niveau
signifikant ist, da das komplette Konfidenzintervall
oberhalb von 105 liegt.

Sie erinnern sich an unser Beispiel?
106,08 < w <£113,92
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Das Konfidenzintervall fir den wahren Wert einer
Person in einem Test wird also
In zwel Schritten berechnet:

1. Schritt: Berechnung des Standardmessfehlers s,

1-R S, = Standardabweichung des Testwertes X
X R, = Reliabilitat des Tests
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2. Schritt: Schatzung fur das Konfidenzintervall fur den
unbekannten, wahren Wert w.
Das 95%-Konfidenzintervall ergibt sich unter der
Annahme, dass E normalverteilt ist, aus:

= x—(1,96 *Se) < w < x+ (1,96 * Se)
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X=112

Sx =12

R, =0.84

Se =Sx \1-Ry
:12ﬂ| 1-0.84
=12.04=48

X—(1,96*Se) < w < x+ (1,96 * Se)
112 -(1.964.8)< w < 112+ (1.96+4.8)
1026< w < 1214

Zwischen diesen beiden Grenzen liegt bei 5% Irrtumswahrscheinlichkeit der wahre
Wert der Person.
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= Es lalst sich zeigen, dals z.B. mit der Verdopplung
der Testlange/der ltemanzahl (in Einheiten von
homogenen bzw. aquivalenten Aufgaben!) eine
Vervierfachung der wahren Varianz einhergeht,
wahrend sich die Fehlervarianz nur verdoppelt.

= Da Reliabilitat als Anteil der wahren Varianz an der
Gesamtvarianz definiert ist, wurde dies eine
Verdoppelung der Reliabilitat bedeuten. Diese
mathematische Ableitung hat sich auch empirisch
gut bestatigen lassen, was fur eine
Angemessenheit der Axiome der KTT spricht.
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Spearman-Brown-Formel

Der Zusammenhang zwischen Ausgangsreliabilitat,
Testverlangerung (Faktor k, manchmal auch n
abgekurzt; bedeutungsmalig ist das egal) und
neuer Reliabilitat lalst sich wie folgt berechnen:

r.neu=Kk- {
1+(k-2)-r,

Dabel zeigt sich, dafs der Reliabilitatszuwachs um so
grolser ist, je geringer die Ausgangsreliabilitat ist.
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Problemstellung:

= Sind beobachtete Skalenwertdifferenzen statistisch
signifikant?

= Unterscheiden sich die Testwerte eines Pbn auf zwei

Skalen signifikant (intraindividuell)?

= Unterscheiden sich die Skalenwerte von zwei Pbn
auf derselben Skala signifikant (interindividueller
Vergleich)?
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= Eine Skalenwertdifferenz ist dann signifikant, wenn
sie groBer oder gleich der kritischen Differenz ist.

= Das wollen wir anhand von Beispielen berechen...
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Ermittlung von Unterschieden zwischen zwei
Testpunktwerten
Um zu ermitteln, ob sich die Testwerte zweier
Probanden in einem Test uberzufallig voneinander
unterscheiden oder durch Zufallseinflusse
(aufgrund von Unreliabilitat des Tests) zu erklaren
sind, lalRt sich eine kritische Differenz berechnen,
die empirisch zu ubertreffen ist, um von einem
sign. Unterschied auszugehen:

Dyiit = Z412 * Sepir eDift Sx\/z(l_ )

Testtheorien SS 2007 Dr. Tobias C. Haupt www.haupt-uni.de haupt@Imu.de #27



LMU

LUDWIG-
MAXIMILIANS-

woncnen | | | Beispiel: Kritische Differenz

Ein Test wurde auf eine Standardabweichung von 20
normiert. Die Reliabilitat dieses Tests betragt 0.92.
Der Standardfehler einer interindividuellen Differenz
fur diesen Test betragt:

2 Sepiff = Sx\/ 2(1_ I’u)

(bitte berechen Sie diese GrolRe!)

Kritische Differenzen
D¢y = 8 * 1.96 = 15.7 (fur a=.05)
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= Weiteres Ubungsbeispiel:
|Q-Test mit Standardabweichung s,=10, Reliabilitat
r.=.80 und 5%-Ilrrtumswahrscheinlichkeit (z=1,96).
D,.; betragt dann... ?
Zwel Probanden mussen sich in diesem Test also
um ? Punkte unterscheiden, um von einer sign.
Differenz (die mit 5%-iger
Irrtumswahrscheinlichkeit nicht durch die
Unreliabilitat des Tests zu erklaren ist) zwischen
beiden Punktwerten ausgehen zu konnen.

Diic = Zo12 * Sepi Seoiti = Syy/2(L— 1)
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Uber 95 Prozent der auf dem Markt befindlichen
Testverfahren wurden nach der KTT konstruiert .

.. sle haben sich in der Praxis eindeutig bewahrt

Trotzdem sollten auch die ,,Unzulanglichkeiten” kritisch
betrachtet werden.

Daher ist Folgendes notwendig:
Kritik an der Klassischen Testtheorie
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Stichprobenabhangigkeit der Parameter und
Gutekriterien

Messtheoretische Probleme
Wissenschaftstheoretisch fundierte Probleme
... aber eins nach dem anderen:
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Stichprobenabhangigkeit
e |ltem- und Testkennwerte (Schwierigkeit,
Trennscharfe, Reliabilitat, Validitat ...) werden an
spezifischen Stichproben berechnet

— Sind diese Befunde generalisierbar?

« Man kann z.B. durch die Wahl heterogener oder
homogener Stichproben die Reliabilitat kunstlich

erhohen oder senken.
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Stichprobenabhangigkeit

« Homogenitat und Heterogenitat:
Je homogener eine Stichprobe ist, desto geringer
fallen die jeweiligen Korrelationen aus. Dies fuhrt
zu einer Varianz der Reliabilitatskoeffizienten, die
allein auf die Auswahl der Stichprobe
zuruckzufuhren ist. Reliabilitaten sind somit nur
schwer zu generalisieren.
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e Bedeutung der Stichprobenreprasentativitat

 Problem der Definition der Population
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Messtheorie

e Daten sollten auf Intervallskalenniveau
liegen...Bei vielen Tests ist jedoch fraglich, ob
diese Voraussetzung erfullt ist (so mussten etwa
die Abstande bel abgestuften Rating-Skalen
psychologisch gleich interpretiert werden:

Aquidistanz),

e Berechnung von Mittelwerten und
Varianzen
e Bildung von Messwertdifferenzen

e Das ist fraglich und es gibt keine explizite
Uberprufung.
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Wissenschaftstheorie

» Axiomatische Fehlertheorie ohne
psychologische Fundierung mit nicht

uberprufbarer Axiomatik.
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Problematische Schlussfolgerungen aus den
Axiomen

* Intuitiv problematische Axiome: z.B.

Axiom 2: Die Annahme, dals der Messfehler bei

Messwiederholungen einen Erwartungswert von 0

hat ist bestenfalls eine theoretische
Modellannahme.

Axiom 5: Es ist unplausibel anzunehmen, dals die
Auspragung der Messfehler von zwel Tests
unabhangig voneinander sind, da sich z.B.
Testangst bei beiden systematlsch In die gleiche
Richtung auswirken konnte.
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Wahrscheinlichkeitsaussagen lassen sich (streng
genommen) nicht auf den Einzelfall ubertragen:

= Bei Reliabilitaten und Validitaten < 1.0 konnen
lediglich gruppenstatistische
Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden

= Dies steht der Anwendung psychologischer Tests auf
den Einzelfall diametral entgegen.
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Praktische Bewahrung:
Nach der KTT entwickelte Verfahren haben sich in
der Praxis zur Bestimmung von intra- und
interindividuellen Unterschieden bewahrt und
erlauben objektive, reliable und relativ hoch valide
Einschatzungen. Nach wie vor werden fast alle der
erhaltlichen Testverfahren nach dem
ltemanalyseverfahren der KTT entwickelt.

Gute Alternative zu Zufallsentscheidungen:
Instrumentarien der KTT sind immerhin wesentlich
besser als Zufallsentscheidungen.
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Auf Grundlage der Kritik an der KTT entwickelten sich

e Erweiterungen des ursprunglichen Ansatzes

(z. B. Generalisierbarkeitstheorie)
 Probabilistische Testtheorien

« Modelle mit anderer Akzentsetzung

(kriteritumsorientierte Leistungsmessung)
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estauswertung

Personen-
merkmal

————

beeinfluBt

Abbildung 1: Der Gegenstandsbereich der Test-
theorie
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Auch bekannt unter der Bezeichnung: Item-Response-
Theorie (IRT)

Ausgangspunkt.
= Ein Test liefert ein Resultat oder ein Testergebnis.

= Dieses Testergebnis soll indikativ fur ein best.
Merkmal der getesteten Person sein.

= Esistklar, dals das Testergebnis kein unfehlbares
numerisches Aquivalent fur die entsprechende
Merkmalsauspragung ist (Sie erinnern sich an den
Messfehler aus der KTT? , Wer misst, misst... na Sie
wissen schon).
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Uber den Zusammenhang zwischen Testergebnis und
Merkmalsauspragungen werden unterschiedliche
Annahmen gemacht:

= Die klassische Testtheorie (KTT) geht davon aus,
dals das Testergebnis direkt (wenn auch mit
Messfehlern behaftet) dem Auspragungsgrad des
gemessenen (tatsachlichen, wahren) Merkmals
entspricht.

= Der Zusammenhang zwischen Personmerkmal und
Testergebnis wird also a priori als deterministisch
angenommen und ist zudem (well axiomatisch)
keiner empirischen Uberprifung zuganglich.
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Testergebnis

Der Effekt unkontrollierter VVariablen wird als Messfehler bezeichnet
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Demgegenuber legt die

= probabilistische Testtheorie (IRT) nicht von
vornherein fest, wie der Zusammenhang zwischen
Merkmalsauspragung und Testergebnis zu sein hat

= Vielmehr unterscheidet sie explizit zwischen
Merkmalsebene (latente Variablen) und Testebene
(Itemebene; manifeste Variablen) und betrachtet das
Testergebnis lediglich als Indikator fur das
entsprechende Merkmal
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Dabei ist die Beziehung zwischen Merkmal und
Indikator (meist als Funktion ausgedruckt) in der
Regel eine probabilistische (deterministisch kann sie
dabei im Extremfall sein) ist, deren Verlauf zudem
sehr unterschiedlich sein kann.

Das Hauptunterscheidungsmerkmal zur KTT besteht
jedoch darin, dals bei der IRT eine (hypothetisch)
festgelegte Funktionsform empirisch darauf gepruft
werden kann, ob sie auch tatsachlich vorliegt.
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uowie- .| | Unterschiede zur klassischen

LMU | sz | | Theorie

Probabilistische Theorie

Klassische Theorie

beginnt mit Annahmen uber
Tests und fuhrt Items erst bei der
Konstruktion reliabler und valider

Verfahren ein

startet mit Annahmen uber
Items, aus denen dann
Eigenschaften weiterer
Testmerkmale (Homogenitat)

abgeleitet werden

Probabilistische Theorie

Klassische Theorie
siedelt Testwerte und wahre
Werte auf dem gleichen

Kontinuum an

betrachtet zwei verschiedene
Arten von Variablen, zwi-
schen denen ein probabilis-
tischer Zusammenhang
besteht
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Fragestellung in der IRT: Welche Rickschliisse kdnnen auf
Personenmerkmale gezogen werden, wenn lediglich Antworten auf
diverse Testitems (item-responses) vorliegen?
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Testergebnis

probabilistischer Kennwert des
Zusammenhang Testobjektes

Fragestellung in der IRT: Welche Rickschliisse kdnnen auf
Personenmerkmale gezogen werden, wenn lediglich Antworten auf
diverse Testitems (item-responses) vorliegen?
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Testergebnis

probabilistischer
Zusammenhang

)

Indikator

Kennwert des
Testobjektes

@dikator) = f(latente \[@ latente Variable

Fragestellung in der IRT: Welche Rickschliisse kdnnen auf
Personenmerkmale gezogen werden, wenn lediglich Antworten auf
diverse Testitems (item-responses) vorliegen?
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manifeste Variablen:

beschreiben das (unterschiedliche)
Antwortverhalten auf verschiedene Testitems

latente Variablen & (Xi):

bezeichnen die nicht-beobachtbaren
Merkmalsauspragungen (Fahigkeiten,
Dispositionen), die dem manifesten Verhalten

zugrunde liegen sollen
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Fahigkeitsparameter (Personenparameter,
D/SDOSItlonsparameter & oder B (apility)):

Beschreibt die Fahigkeit einer Person
(Merkmalsauspragung des latenten Traits), ein
best. Testitem zu losen.

Schwierigkeitsparameter (Iltemparameter,

Anforderungsparameter, o oder & (Sifficulty):
Anforderung, welche ein ltem an die Fahigkeit der zu
untersuchenden Person stellt.
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Diskriminationsparameter (1):
Determiniert die Steilheit der IC-Funktion. Wird nicht in allen
Modellen angenommen (z.B. weder im Guttman-Modell, noch
In dichotomen Rasch-Modellen).

Zusammenhange der Modellparameter:
Personen- und Itemparameter lassen sich gemeinsam auf
einer eindimensionalen Skala abbilden (joint scale), so daf3
Immer entscheidbar ist, welcher der beiden Parameter grolSer
Ist.

Von der Auspragung beider Parameter soll nun wiederum
probabilistisch abhangen, ob ein Item gelost wird oder nicht,
d.h., dals jeder Parameterkonstellation ein best.
Wahrscheinlichkeitswert zugeordnet werden kann, mit dem
ein ltem gelost wird.
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4

Wahrschomlehkait (P )

fi=-

labente Eigenschali (Xr)

Finexd

Wahrschainhichkai,
dalt Person ¢ das Tem
1 st
Perscoen-Filgke its-
puiramicier
lbemiparameter .15,
Schaierighat oder
Lewchiigke it cmnes
Ibens |

Je hiher die Fihigket, desto gréBer 1st die Wahrscheimhchkeit, das Item zu losen!
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Abkvildime 6-1 Feranschaulichung einer Zuordnung
von Personen- und [temparameater (PP, [P) aul 2iner ein-

dimensionalen Skala.

Dires Falle:

[ Fadl: e Wahrscheinhichkeit, dall die Person | das [tem
Last, a5t gledch .50
-

i
FP = 1P
2 Fall: [he Wahrscheinlichkeit, dafh die Parson ) das lem |
1551, 181 grdfier alv 050
I | -

P < PP

2 Fall he Wahrscheinlichkeit, dafh die Person ) das Iem |
105, 181 Aedner als 050

[ |

1 | >
PP - IP

(Feia e, B0
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